4. cviceni - TeSeni

Priklad 1 (a)

n—oo n—o0 n—oo

5 n
lim (5" — 32"t1) = lim (5" —3-9") = lim 9" <<9> - 3) VAL (0 - 3) = —o0

oo, a>1

Pfi¢emz vyuzivame znamého faktu (dokdzaného v piikladu 5): lim, o a™ = {O (0 1).
) ac ’

Piiklad 1 (b)

n—oo n-n! n—00 n-n! n—00 n n—00

! 1) - nl 1 1
i D D ent D) <1+)VO§L1+0:1

Piiklad 1 (c)
! 3% + 20 VoAL " T 2n
b0 n!+yn nl—>nolon!+\/ﬁ nl—>11:>lon!+\/ﬁ
Dle rustové skily: 9" < n! a n < n!. Proto limity vychézeji jako nula.

Piiklad 1 (d)

o ST 56 =) (o)
n—oo H0nd — 24n?2 n—oo nd (50 — %) n—00 50 — %31
VoAL .6—1—0—0_00
50—-0

Priklad 1 (e)

_om2emgndsn T (2 +nd () 5
lim m - lim o\
n—00 =3n - T+ \/n 6" nooo 7T (=3n+4/n- (£)") n%on(_3+ L. (g)”)

pricemz lim,,_; o0 N2 (%)n = lim, 0 o

Priklad 1 (f)
Vzorec: a® — b5 = (a — b)(a® + a*b + a®b? + a?b® + ab* + b°)
Definujme nékolik vyrazi, jez budou pouzity ve vypoctu nize:

wlout

+ (02 +2)3(n® +1)5 + (n® + 1)
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(o) () (o) (032) ()
+<1+52>2<1+;> ()

lim n'(\/n2+2—3/n3+1) :nlgrgon'<€/(n2+2)3—s/(n?”rl)z) =

n—oo
= lim n-<\/n2+2—€/n3+1>g:

n—o0
lim n‘(n2+2)3—(n3—|—1)2
n—00 C
o n6+6n4+12n2+8—n6—2n3—1_
= fi c -
oy 6n* —2n +12n2 +7
= fi c -
. NS (6-2+ 134T
_nh—>Holo n®B B
_hmﬁ—%—F%—FTTZV@L 6-0+0+0
T noo B ol 141414141
Piiklad 1 (g)
sin (2n)
. 2n2—|—2n—|—n'sin(2n) . <2+ +— )
lim = lim =

n2

n—oo m - cos (3n) + (2n +sin (4n))?2  n—oo n2 (cos(?m) Ty 4sm(4n) T sin2(4n)>

9 + + sin (2n)
= lim

n—o0 Cos(3n) + 44 4sm(4n) + 51n2(4n)

VoAL + (B) 2+0+0 1

0+4+04+0 2

4 sin(4n)
n

(B): Timpnseo 2280 = 0, Timy, e 0 = 0, im0

limity typu om.-0

Priklad 2 (a)

LTI

dle rastové skily.

= 0,limy, 00 Sini(;m) = 0, neb jde o
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Piiklad 2 (b)

1" 427 437 447 457

lim

n—00 (5,00001)"
~ lim 1" N 2m N 3n n 4m n 5m B
 n—oo (5,00001)™ ~ (5,00001)" = (5,00001)™  (5,00001)"  (5,00001)" N

%
VoAl () g L 0404 04+0=0

(F): a € (0,1) = limp_00a™ =0

Priklad 2 (c)

T G L A 1+(=3)" _ - —3)"  veAL i (v 140 1
o R e g (1 (3 g (1 (<2)) s
Priklad 2 (d)
. 3"+ 0’ + (n+1)! . 1 1 (n+1)-n!
Jim n(mS+nl) R s e s i e araepuer il B
' T Mt '
Fstov 8k ! n) 1
VoAL + u:stova skala0+0+ lim n7—i—n n V(J:AL lim _ + lim _ _
rﬁstoxg skala 0+1=1
Pri¢emz pii limiténi vyrazu %—Zﬁ' postupujeme takto: rtstovou Skalu aplikujeme na ;?7!” coz jde do

n! VoAL
3w —» 0000 = 00.

Poznamka k ristové Skale: Riistova skala neumi, kdyz je v ¢itateli ¢i jmenovateli soucin vice prvka

o PR o, . o« o e . nn! o . . o

rustové skaly. Tyto piipady je tfeba oSetrit. Zde se tak stalo u vyrazu %7+, Nékdy si Ize pomoci napt.
dvéma strazniky a v sou¢inu jednotlivé ¢initele zvétsovat/zmensovat (silnéjsi na slabsiho a naopak).

Poznamka k postupu: Je nutné zlomek rozlozit na soucet zlomki, neb tistova skidla nam nic nefiki

o sou¢tu véci. Pak je nutné ,vriek prehodit dolt“ - pomoci finty: (a = % - neb dole je vlastné soucet

nekonecCna. Zaroven n jde do nekone¢na. Tedy n -

a to opét ristova Skila nezna. Obecné by mohlo stadit ,,prehodit dola“ jefl Cast citatele - vytykame vzdy
nejsilnéjsi véci. Pak jsme jiz dostali podily prvki rastové skaly a miazeme ji tedy koneéné pouZit.

Priklad 2 (e)

lim vn+ 27 + 30

n—oo

Pouzijeme vétu o dvou straznicich.
Ziejmé od urcitého ng plati, zZe:

=3 < Unt4+2m+3n < Y3n 4304+ 30 =33 3.

Priklad 2 (f)
Vzorec: a” —b" = (a —b)(a™ t +a" 20+ - +ab? 2+ "))
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n— n— n— n-1\ —1
lim v/7n(¥/3 — ¥/2) = lim \/ﬁ<3Tl+3T22% TR P +2T1)
n—oo n—oo

Plati: ) _
9" = Von—i < 3n—i = 375",
Tedy

1 1
0< v (V3 ¥2) < YL - _ L vy
n-2n x/ﬁ;n/%; VG{??;
2

Pricemz Vs — % - dle vzorce z teorie: lim, o /a =1 pro a > 0.
Dle véty o dvou straznicich pak lim, . /n(¥/3 — {/2) = 0.

Priklad 2 (g)
Vzorec: a™ —b" = (a — b)(a" L +a"2b+ - +ab" 2 4+ " 71)

- : n" +n—n"
lim ¥n*+n—n= lim — ) T =
n—00 n—00 (nn+n)T +(nn+n) P n+,.,+(nn+n)nnn—2+nn—1
. n
:nhj{)lo L . =2 L =
”n_l((“rﬁ) () +"'+(1+W)"+1)
1
= lim T =
n—oo

S|=
_l_
[

N———

nnf2((1+ﬁ)%+(1+#)n772+~-+(1+ﬁ)

Ziejmé ‘
. 1\ 1\
1< (1+nn1) = (1+nn1>
Pak
0< 1 1 VoAL

n—1 n—2

S =
= (14 ) ™ 4 (14 k) ™ b (L k) 1) 1D

Dle véty o dvou straznicich pak lim,—o ¥/n" +n —n = 0.

Piiklad 2 (h)

lim ’(/\/3n+2-2n—\/3n+2n

n—o0
Plati:
V3T 220 4 /37 4 27
3n+2.27 — /30 420 = (V37 +2.27 — /30 4 2n =
v v v v )\/3"+2.2n+\/3"+2n
o 3v42.2n_3n_on pil
VBT R 2. 2n /31 2n 3 2.2 /3 L 20
Déle:
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V3T < VBr 2.2 432 <2.\/30 1 2. 20 <2./3n 423" =2./3./3"

Tedy V3= ¥/V3n < /VB +2 20 + V3 r2n < V2. 3. V31 V4L 3
Z véty o dvou stréznicich plyne: lim, o (V37 +2-27 + /3" +27) = /3.
Pak

. n . 2n VOAL 2
lim 3" 4+2.2" — /3" 4+ 2" = lim = —
n—c0 \/\/ v n—c0 \/\/3n +2-27 4 /3" + 27 V3

Piiklad 2 (i)

Plati:

Navic

o 2\" 2\ /= VoAL
lim 2(1+— =lim (1+2) V2 "< 1.
n n

n—oo

Dle véty o dvou straznicich pak lim,, .o T\L/(l + %)n + (1 - l)n =1.
Piiklad 2 (j)

L YT
nl—{go 2”/4n+\/ﬁ

Citatele a jmenovatele odhadneme zv1ast.
Plati:

3=V < Yo+ 3n<{Y2.3n=3-{/253-1=3
Tedy lim,, o v/2" 4+ 3" = 3.

Dale
2= R/4n < Rfan 4+ < X2 4 =2. {/V2 =2

Tedy dle dvou straznikt lim,, o /4" + /n = 2.
R V27437 VoAL 3
Potom: hmn%oo W = 35

Piiklad 2 (k)
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Nejdfive spoceteme:

lim "V gy LV vean, L
n—oo n3+ 2n/2n n—)00n1+ \/E 1+0

n3

pri¢emz lim,, o ¥/n =1 (fakt z teorie) a lim,, % = 0 dle rustové gkaly.
Pak ziejmé zadana limita je 0 (lze odvodit naptiklad z definice ¢i z véty limita typu omezené krat
nula).

Piiklad 2 (1)

KL/<<n +22—(n+ D)
((n B

Lo (n2+an+4—n2—2p—1)"
+1)3 = n? =3n2)n"1 nooo |\ (

n3 +3n2 4+ 3n+1—nd — 3n2)""!

+1 3 \n+l
N L I T L,

n—o00 <3n + 1>n—1  n—oo gn—1lpn—1 (1 4 %)n_l

2\" . 1+2 3 1 ¥ 2 2
= dim f6(2) Vm2o T2l 2 ) (14— ) AE S 2y 2
3 1—1—3—” 2n 3n 3 3

n

n—o00

(")’) lim,, o0 T\‘/(l + %) (1 + ?%n) =1 dle v&ty o dvou straznicich - dohady viz niZe.

L \/(H;) (1+5) < VEFDETD = Vi1

Priklad 2 (m) lim, ,o V27 4271 4 4 221

lim V27 + 20t 4 4220 = lim /27 (1+2+4+...20)= lim 2- Y1 +2+4+...27 =
n—oo

n—oo n—oo
= lim 2. {/2n+1 — 1
n— oo

V posledni rovnosti jsme pouzili vzorec pro soucet geometrické posloupnosti: a;+ag+...ar = a1- %,
kde a; = ¢! -ay (zde k=n+1,q=2).

Jelikoz lze pomoci indukce dokézat nerovnost 2 = /27 < /271 —1 pro kazdé n € N, pak nam
nésledujici odhad a dva policisté rikaji, Ze zadané limita je 4.

Odhad: 2-2<2- {2t —1<2. /2" +1=2-2-2n =4. /2 > 4.

Piiklad 3 (a)

n—oo

1
3+

— =0, n liché
1 1
212

1, n sudé’

7 véty o jednoznacnosti limity plyne, Ze nekonverguje, neb (Gl % = {

|| [N

2
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Piiklad 3 (b)

lim ——— = lim ——~2
n—00 n2 n—oo N2 2 n—oo 2 2

Piiklad 3 (c)
1 _n_

PouZijeme vzorec (ze 2. cviceni 1 (d)): > 5, D =

. 1 . n . VoAL
nll—{gokz k(k+1) = m oo = <1_n—|—1> =1

Piiklad 3 (d)

. 1 3 2n —1
llm —_— s — s e e e
n—oo 2 4 2n
Pouzijeme odhad 0 < -2 ..... =1 < \/ﬁ — 0 - (z prikladu 5).
Dle dvou straznikt tedy lim,— oo % . % ----- 23;1 =0.

Priklad 3 (e)
a,b,c>0

lim Va™ + b + ¢
n—oo

Predpokladejme a > b > ¢ - jinak ¢&isla preznacime.

Plati:
a= Var < Ya" + b+ < V3a" = aV3 = a.
Dva straznici pak fikaji, ze lim, oo Va™ + 0" + ¢” = a = max{a, b, c}.

Priklad 3 (f)
a>b>0

v,

Iim —— = lim ———— =

e Yam [ e ML“;OW
a a
n

Pric¢emz:
1+ (2 YT+1
1 S (a)2 S {L/—l_ — n 2 N 1
ey Y
s~ 1.0 . Yan4-pn 1
Dle dvou straznikt pak limy, V#ﬁ =2

Priklad 4 (a)
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iy LR

n—00 7, — L\/mJ

Pouzijeme: z — 1 < |z] < z a vétu o dvou straznicich.

Plati: 5
N (5 o1 € ) M Ul £ A1) S
T Wai9-1) Sn-Wato -
Pricemz:

n-+n

n—vn+9

n|2-=—3— 2— —%—+
n4+n—3Vn2+3¥n—1 _ ( %ﬂm‘n) Vit g5 veAL2-040-0 _

ay =
n+1—+vn+9 n(1_|_%_ %_}_%) 1_|_%_
a
2
bn: n VoAL2

Tedy limy,_oo % — 9.

Piiklad 4 (b)

N
S 7 2 ks

Pouzijeme: z — 1 < |z] < z a v&tu o dvou straznicich.
Plati:

1 1
n =g (kx 1)<$ZU‘3$JSIM :—ka
k=1 k=1
Pricemz:
an:ink_inlzx(n—’_l)n—ﬁVOALx
n2 n? o2n? n2
k=1 k=1
a

Tedy limp, o0 75 >y k2] = %.

Priklad 4 (c)

- n\/n ’\‘/(n +1)7 4 pntl
nooe [Vi] + [2v/m] + -+ [nv/a)
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Plati:

VL S ey - 1) < LV 2V i) < D kv = v D
k= k=1
Plati:
Y/(n+1)n 4 nntl _ ny/n i/ (n+1)" 4+ ntl <) nyn i/ (n+ 1)" 4 nrtl
Qp ‘= ~ S Op =
ol [Vn] + [2vn] + -+ [ny/n) et )
Daéle:
W+ (14+n nin n
lim a, = lim 2 ( (+1>>zlim2"1+n o

a plati:

n
2:23/132’\‘/1+n<L> <2T4n<2Von=2-n - V2V%4"2.1.1=2
n

tedy dle véty o dvou straznicich plyne, Ze limy,— o0 an = 2.

Déle:

n 1)n n+1
lim b, = lim ”\/ﬁ\/(”+l) t” — lim 1 1 -
n—00 n—o00 + n—0oo
i (55 - k) (1) (3 = g
1 1
nree 1= T -

ny/n ¥/ (n+1)"+nn+1

Dle dvou straznikt pak lim,,_ ATV T nv] = 2.

Priklad 5 (a) Dokazte: pro a > 1 plati lim,,_,o a™ = o0
Ovétrime definici. Necht [ € R lib. Jelikoz je  +— a” rostouci fce, staci najit n € N: o' > L. Staci
tedy, aby n > log, L, coz lze dle Archimedovy vl.

Priklad 5 (b) Dokazte: pro a € (0,1) je limy, oo a™ =0
Ziejmé jde o posl. kladnych ¢isel. Staci tedy pro lib. € > 0 nalézt n € N: a”™ < & (neb jde o klesajici
posl.). KyZené n existuje, neb staci, aby n > log, ¢ (coz lze dle Archimédovy vl.).

Priklad 5 (c) Dokazte: limy, oo 2% =0
Ukazme nejdiive, Ze jde o klesajici posl. Tj. staci ukizat, Ze a, — an41 > 0 pro lib. n € N.

n! (n+1)! n™(n + 1)nt! (n+ D! ((n+1)"—n")
a, — Q = — — = =
" ntl T (n+ 1)t nl(n+ 1)t —nr(n+1)! n"(n+ 1)n+1

> () zjevneé

Navic zfejmé jde o posl. kladnych ¢leni. Tedy staci pro lib. € > 0 najit n € N: 7% < €.
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Zvolme tedy € > 0 a naleznéme ng € N: n—lo < e. Predpokladejme nyni, Ze mame pfirozené ¢islo n > ng.
Staci, aby platilo:

n! 1
nn n
nl < n™ !

Posledni nerovnost ziejmé plati, protoze na obou stranich je soucin n — 1 faktort, avsak faktory
napravo jsou vzdy vétsi, nebo rovny faktortim nalevo.

a”

n!"’

Ptiklad 5 (d) Dokazte: pro a > 0 je limy, 00 %7 = 0
Pouzijeme vétu o posl. s kladnymi ¢leny. Sta¢i nam tedy ukézat, Ze lim,_, oo bz::l <1, kde b, =

n+1
lim 22— gy DUy 9Oy, @ VeAL g
n—oco by n—oo % Nn—00 (n + 1)n! am n—oon + 1
Priklad 5 (f) Dokazte: lim, o V1! = 00
(n+1)!

Dle véty o posl. s kladnymi ¢leny staci ukézat, Ze lim, o “— 1~ = 00, coZ ziejmé plati.

Piiklad 5 (g) Dokazte: pro a > 0 lim, o {/a =1
Opét véty o posl. s kladnymi ¢leny staci ukazat, ze lim, ;o § = 1, coZ ziejmé plati.

Piiklad 5 (h) Dokazte: pro a > 0 lim,_, ¥/n% =1

Stadi ukazat, ze lim, o /n = 1. KyZeny vzorec pak plyne z véty o aritmetice limit.

Chceme tedy, ze lim, o /a, = 1, kde a, = n. Dle véty o posl. s kladnymi ¢leny staci, aby
)V 1 40=1

. a v ~ 1 a .
limy, oo 22t = 1. PFicem? lim,, oo 22t = 2EL — im,, (1 +1
an an n n

e 1. 3.5 2n—1 1
Indukci. Pro n =1 zfejmé plati.

Dokazme nyni n — n + 1.

3 2n—1 2n+11P 1 2n+1_\/2n+1<\/2n+2 1

1 1
— . < P— = =
2 4 2n 2n+2 7 2n+12n+2 2n+2 T 2n+2 VZn+2  \/2(n+1)+1
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